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OLIMPIADA NAȚIONALĂ DE MATEMATICĂ 

ETAPA LOCALĂ, 07 .02.2026 

CLASA a XI-a 

Barem de notare 

 

Subiectul I (21 puncte) 

Fie mulțimea 𝑀 = {𝑋 ∈ ℳ2(ℂ)|∃𝑘 ∈ ℕ, 𝑘 ≥ 2, 𝑋
𝑘 = 𝑂2}.  

a) Arătați că dacă 𝑋 ∈ 𝑀 ⇒ 𝑋2 = 𝑂2. 

b) Calculați det⁡(𝐼2 + 𝐴 + 𝐴
2+. . . +𝐴2026) unde 𝐴 ∈ 𝑀. 

c) Studiați surjectivitatea funcției 𝑓 ∶ ℳ2(ℂ) → ℳ2(ℂ), 𝑓(𝑋) = 𝑋
2026.  

             Soluție: 

a)  Fie 𝑋 ∈ 𝑀 ⇒ 𝑋𝑘 = 𝑂2 ⇒ det(𝑋) = 0 ⇒  (3 puncte) 

 ⇒ 𝑋2 = 𝑡𝑟(𝑋) ∙ 𝑋⁡ ⇒ 𝑋𝑘 = (𝑡𝑟(𝑋))
𝑘−2

∙ 𝑋2 ⇒ (𝑡𝑟(𝑋))
𝑘−2

∙ 𝑋2 = 𝑂2 ⇒ 𝑋
2 = 𝑂2  (4 puncte) 

b) Fie 𝐴 ∈ 𝑀 ⇒ 𝐴2 = 𝑂2 ⇒ 𝐼2 + 𝐴 + 𝐴
2+. . . +𝐴2026 = 𝐼2 + 𝐴 ⇒ det(𝐼2 + 𝐴 + 𝐴

2+. . . +𝐴2026) =
det(𝐼2 + 𝐴) = 1 + det(𝐴) + 𝑡𝑟(𝐼2) ∙ 𝑡𝑟(𝐴) − 𝑡𝑟(𝐼2 ∙ 𝐴) = det(𝐼2) = 1⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(7 puncte) 

Soluție alternativă: Fie 𝐴 = (
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

) , 𝐴 ∈ 𝑀 ⇒ 𝐴2 = 𝑂2 ⇒ 𝐴 = (
𝑎 𝑏
𝑐 −𝑎

) , 𝑎2 + 𝑏𝑐 = 0 

 det(𝐼2 + 𝐴 + 𝐴
2+. . . +𝐴2026) =det(𝐼2 + 𝐴) = |

1 + 𝑎 𝑏
𝑐 1 − 𝑎

| = 1 −𝑎2 − 𝑏𝑐 = 1 

c) Fie 𝐴 = (
3 9
−1 −3

) ⇒ 𝐴2 = 𝑂2 ⇒ ⁡𝐴 ∈ 𝑀 ⊂ℳ2(ℂ) 

 𝑓(𝑋) = 𝐴 ⇒ 𝑋2026 = 𝐴 ∕ ()2 ⇒ 𝑋2⋅2026 = 𝑂2 ⇒ 𝑋 ∈ 𝑀 ⇒ 𝑋
2 = 𝑂2 ⇒ 𝑋

2026 = 𝑂2 ⇒ 𝐴 = 𝑂2 
(Contradicție)⁡⇒ 𝑓 nu este surjectivă. (7 puncte) 

 

 

            Subiectul II (21 puncte) 

            Se consideră șirul ⁡(𝑥𝑛)𝑛≥1 cu termenul general     𝑥𝑛 = ∑
𝑛

𝑛2+𝑛+𝑘
𝑛
𝑘=1   . 

 .  

             Calculați ⁡ lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 și  ⁡⁡lim ⁡
𝑛→∞

𝑛(1 −𝑥𝑛). 

Soluție: 

           
𝑛2

𝑛2+2𝑛
≤ ∑

𝑛

𝑛2+𝑛+𝑘

𝑛
𝑘=1 ≤

𝑛2

𝑛2+𝑛+1
. Cum ⁡ lim

𝑛→∞
⁡
𝑛2

𝑛2+2𝑛
= lim
𝑛→∞

𝑛2

𝑛2+𝑛+1
= 1 ⇒ ⁡ lim

𝑛→∞
𝑥𝑛 = 1  (7 puncte) 

           𝑛(1 − 𝑥𝑛) = 𝑛 (1 − ∑
𝑛

𝑛2+𝑛+𝑘

𝑛
𝑘=1 ) = 𝑛∑ (

1

𝑛
−

𝑛

𝑛2+𝑛+𝑘
)𝑛

𝑘=1 = ∑
𝑛+𝑘

𝑛2+𝑛+𝑘

𝑛
𝑘=1    (7 puncte) 

           ∑
𝑛+𝑘

𝑛2+2𝑛

𝑛
𝑘=1 ≤ ∑

𝑛+𝑘

𝑛2+𝑛+𝑘

𝑛
𝑘=1 ≤ ∑

𝑛+𝑘

𝑛2+𝑛+1

𝑛
𝑘=1 ⇔

3𝑛2+𝑛

2𝑛2+4𝑛
≤ ∑

𝑛+𝑘

𝑛2+𝑛+𝑘

𝑛
𝑘=1 ≤

3𝑛2+𝑛

2𝑛2+2𝑛+2
. 

           Cum ⁡ lim
𝑛→∞

3𝑛2+𝑛

2𝑛2+4𝑛
= lim
𝑛→∞

3𝑛2+𝑛

2𝑛2+2𝑛+2
=
3

2
⇒ ⁡ lim

𝑛→∞
⁡⁡𝑛(1 − 𝑥𝑛) =

3

2
   (7 puncte) 
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Subiectul III (21 puncte) 

a) Fie 𝐴, 𝐵 ∈ ℳ2(ℝ) astfel încât 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴. Arătați că  𝑑𝑒𝑡(𝐴2 + 𝐵2) ≥ 0 

b) Dacă 𝑋 ∈ ℳ2(ℝ) și 𝑑𝑒𝑡(𝑋) > 0 arătați că 𝑑𝑒𝑡(𝑋 − 𝐼𝑛 + 𝑋
−1) ≥ 0 

                   Soluție: 

a) Fie 𝐴, 𝐵 ∈ ℳ2(ℝ) astfel încât 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 ⇒ 𝐴2 + 𝐵2 = (𝐴 + 𝑖𝐵)(𝐴 − 𝑖𝐵) ⇒ 

 𝑑𝑒𝑡(𝐴2 + 𝐵2) = det(𝐴 + 𝑖𝐵) (𝐴 − 𝑖𝐵) = 𝑑𝑒𝑡(𝐴 + 𝑖𝐵) ⋅ 𝑑𝑒𝑡(𝐴 − 𝑖𝐵) = 𝑑𝑒𝑡(𝐴 + 𝑖𝐵) ⋅ 𝑑𝑒𝑡(𝐴 + 𝑖𝐵)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ =

= |𝑑𝑒𝑡(𝐴 + 𝑖𝐵)|2 ≥ 0  (7 puncte)    

b) Fie 𝑋 ∈ ℳ2(ℝ) cu 𝑑𝑒𝑡(𝑋) > 0 ⇒ 𝑋 − 𝐼𝑛 + 𝑋
−1 = 𝑋−1(𝑋2 − 𝑋 + 𝐼𝑛)  (4 puncte) 

 𝑋 ⋅ 𝑋−1 = 𝐼𝑛 ⇒ 𝑑𝑒𝑡(𝑋) ⋅ 𝑑𝑒𝑡(𝑋
−1) = 1 ⇒ 𝑑𝑒𝑡(𝑋−1) =

1

𝑑𝑒𝑡(𝑋)
> 0    (3 puncte) 

 𝑑𝑒𝑡(𝑋 − 𝐼𝑛 + 𝑋
−1) = 𝑑𝑒𝑡(𝑋−1(𝑋2 − 𝑋 + 𝐼𝑛)) = 𝑑𝑒𝑡⁡(𝑋

−1) ⋅ 𝑑𝑒𝑡⁡((𝑋2 − 𝑋 + 𝐼𝑛) = 

 =⁡𝑑𝑒𝑡⁡(𝑋−1) ⋅ ⁡𝑑𝑒𝑡⁡ ((𝑋 −
1

2
𝐼𝑛)

2 + (
√3

2
𝐼𝑛)

2) ≥ 0   (7 puncte) 

            Subiectul IV (21 puncte) 

     Fie un șir de numere reale (𝑎𝑛)𝑛≥1, pentru care 𝑎1 > 1 și  𝑎𝑛+1 = √𝑎𝑛(1 + √𝑎𝑛) − 1⁡⁡pentru orice 𝑛 ∈

ℕ∗. Calculați ⁡ lim
𝑛→∞

⁡
√𝑎𝑛

𝑛
  și  lim

𝑛→∞

𝑛2−4∙𝑎𝑛

𝑛∙ln𝑛
. 

      Soluție: 

• 𝑎𝑛 > 1, ∀ 𝑛 ∈ ℕ∗   (2 puncte) 

• 𝑎𝑛+1 = √𝑎𝑛(1 + √𝑎𝑛) − 1 ⇒ 𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛 = √𝑎𝑛 − 1 > 0 ⇒ (𝑎𝑛)𝑛≥1 strict crescător. 

Presupunem că (𝑎𝑛)𝑛≥1 este mărginit ⇒ (𝑎𝑛)𝑛≥1 convergent ⇒ lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 𝑙 ∈ ℝ ⇒ ⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑙 =

√𝑙 + 𝑙 − 1 ⇒ 𝑙 = 1 imposibil ⇒ lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = ∞     (3 puncte) 

• 
𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
=

1

√𝑎𝑛
+ 1 −

1

𝑎𝑛
⇒ lim
𝑛→∞

𝑎𝑛+1⁡

𝑎𝑛
= 1   (1 punct) 

• lim
𝑛→∞

√𝑎𝑛

𝑛

𝑆𝑡𝑜𝑙𝑧−𝐶𝑒𝑠𝑎𝑟𝑜
⇒          lim

𝑛→∞
(√𝑎𝑛+1 −√𝑎𝑛) = lim

𝑛→∞

𝑎𝑛+1−𝑎𝑛

√𝑎𝑛+1+√𝑎𝑛
= lim
𝑛→∞

√𝑎𝑛−1

√𝑎𝑛+1+√𝑎𝑛
=

lim
𝑛→∞

√𝑎𝑛(1−
1

√𝑎𝑛
)

√𝑎𝑛(√
𝑎𝑛+1
𝑎𝑛

+1)
=
1

2
  (5 puncte) 

• lim
𝑛→∞

𝑛2−4∙𝑎𝑛

𝑛∙ln𝑛
= lim
𝑛→∞

(𝑛−2√𝑎𝑛)(𝑛+2√𝑎𝑛)

𝑛∙ln𝑛
= lim
𝑛→∞

𝑛−2√𝑎𝑛

ln𝑛
∙
𝑛+2√𝑎𝑛

𝑛
=⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡= lim

𝑛→∞

𝑛−2√𝑎𝑛

ln𝑛
∙

(1 + 2
√𝑎𝑛

𝑛
)=L (3 puncte) 

• lim
𝑛→∞

𝑛−2√𝑎𝑛

ln𝑛

𝑆𝑡𝑜𝑙𝑧−𝐶𝑒𝑠𝑎𝑟𝑜
⇒          lim

𝑛→∞

1+2√𝑎𝑛−2√𝑎𝑛+1

ln(𝑛+1)−ln𝑛
 = lim
𝑛→∞

𝑛∙(1−2(√𝑎𝑛+1−√𝑎𝑛))

𝑙𝑛(1+
1

𝑛
)𝑛

 = 

= lim
𝑛→∞

𝑛∙(1−2
𝑎𝑛+1−𝑎𝑛

√𝑎𝑛+1+√𝑎𝑛
)

𝑙𝑛(1+
1

𝑛
)
𝑛 = lim

𝑛→∞

𝑛∙(1−2
√𝑎𝑛−1

√𝑎𝑛+1+√𝑎𝑛
)

𝑙𝑛(1+
1

𝑛
)
𝑛  = lim

𝑛→∞

𝑛∙(√𝑎𝑛+1+√𝑎𝑛−2√𝑎𝑛+2)

𝑙𝑛(1+
1

𝑛
)
𝑛
(√𝑎𝑛+1+√𝑎𝑛)

= 

lim
𝑛→∞

𝑛∙(√𝑎𝑛+1−(√𝑎𝑛−2))

𝑙𝑛(1+
1

𝑛
)
𝑛
(√𝑎𝑛+1+√𝑎𝑛)

= lim
𝑛→∞

𝑛∙(𝑎𝑛+1−(√𝑎𝑛−2)
2
)

𝑙𝑛(1+
1

𝑛
)
𝑛
(√𝑎𝑛+1+√𝑎𝑛)(√𝑎𝑛+1+√𝑎𝑛−2)

=    

lim
𝑛→∞

𝑛∙(𝑎𝑛+1−𝑎𝑛+4√𝑎𝑛−4 )

𝑙𝑛(1+
1

𝑛
)
𝑛
(√𝑎𝑛+1+√𝑎𝑛)(√𝑎𝑛+1+√𝑎𝑛−2)

= lim
𝑛→∞

𝑛∙(√𝑎𝑛−1+4√𝑎𝑛−4 )

𝑙𝑛(1+
1

𝑛
)
𝑛
(√𝑎𝑛+1+√𝑎𝑛)(√𝑎𝑛+1+√𝑎𝑛−2)

=  

lim
𝑛→∞

5𝑛∙(√𝑎𝑛⁡−1)

𝑙𝑛(1+
1

𝑛
)
𝑛
(√𝑎𝑛+1+√𝑎𝑛)(√𝑎𝑛+1+√𝑎𝑛−2)

= 

⁡⁡ lim
𝑛→∞

5𝑛2∙(
√𝑎𝑛
𝑛
⁡−
1

𝑛
)

𝑙𝑛(1+
1

𝑛
)
𝑛
𝑛2(

√𝑎𝑛+1
𝑛+1

(1+
1

𝑛
)+
√𝑎𝑛
𝑛
)(
√𝑎𝑛+1
𝑛+1

(1+
1

𝑛
)+
√𝑎𝑛
𝑛
−
2

𝑛
)
=
5

2
.  ⇒ 𝐿 =

5

2
∙ 2 = 5  (7 puncte). 


